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Abstract

AvecOpenGL,peutondéplacerunobjetindépendammentdesautres? Com-
mentdéplacerla caméra? OpenGLa t-il oupasune"caméra"? Dansquelordre
multiplier lesmatricespourobtenirtel effet ? Toutescesquestionssontquotidi-
ennessurlesforumsOpenGL(cf http://www.opengl.org). Apparemment,beau-
coupd’utilisateursd’OpenGLnecomprennentpascommentutiliserefficacement
la pile de matricesMODELV IEW. Il s’agit en fait d’un fonctionnementtelle-
ment simple et naturelqu’OpenGL,contrairementà d’autresAPI graphiques,
necherchepasà le masquerderrièreunebatteriedefonctionsdemaniementde
la caméra. Cet article a pour but d’aider les programmeurspeuthabituésaux
mathématiquesutiliséesen3D à utiliserOpenGLefficacement.

La premièrepartiedel’article, purementmathématiques,consisteenun rap-
pel denotionsdegéométrieet d’algèbrelinéaire. Lesnotationsemployéessont
un compromisentrelesnotationsusuellesetcequeLATEXm’a laisséfaire.

La secondepartieestl’applicationdecesnotionsauxapplicationsOpenGL
lesplustypiques.

Avertissement: Pour desraisonsévidentesde simplicité, les formulesde
mathss’écrivent.Mais pourbienfaire,ellesdevraientsedessiner. Jevousinvite
donc fortementà lire cet article avec une feuille blancheet un crayonafin de
vousreprésentergraphiquementcequi secachederrièrechaqueformuleau fur
et à mesurequevous lisez. C’est à ce prix (modique; à défaut de feuille on
peutmêmeécriredirectementsursatable,c’est trèsjoli) quel’on comprendles
maths.

Le lecteurpressépourrasauterles sectionsécrite dansune fonte plus petite ; ces
sectionstraitentdesrepèresnon orthonormés.La plupartdesprogrammesOpenGLne
travaillant qu’avec desrepèresorthonormés,cettelecturen’est doncpasutile, ni la dis-
tinctionentrecoordonnéescontra-et co-variantes.
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1 Notions de géométrie

1.1 Éclaircissementssur lesvecteurs

Un vecteur, c’estle déplacementd’un point àun autre,parexemplele vecteur
� ����

est
le déplacementqui conduitde

�
à
�

.
Pour pouvoir repérern’importe quel point dansun espaceà � dimensions(On

utiliseradanscetarticledesespacesàdeuxouàtroisdimensions),il suffit desedonner� vecteursnoncolinéaires1 et uneorigine. N’importe quelpoint del’espaceestalors
unecombinaisonuniquedecesvecteurs: tant defois le premiervecteurplus tant de
fois le second,etc...Lesvaleursdes"tant" utilisésici permettentdoncdedonnerune
positionà touslespointsdel’espace; on lesappellecoordonnéesdu point.

L’ensembledecesvecteurset l’origine quel’on s’estdonnéformentunebase,ou
un repère, vis à vis duquelchaquepointn’a qu’unseuljeuxdecoordonnéespossible.

Par exemple: si lesvecteurs
� �� �

,
� �� �

et
� ����

formentun repèredansun espaceà
3 dimensions,alorsà chaquepoint 	 decetespaceon peuttrouver desnombres
 , �
et � telsque

� �� 	�
�
�� � �� ��� ��� � �� ��� ��� � ���� . Le trio ��
���������� estuniqueet est

1deuxvecteurssontcolinéaires,ou proportionnels,si l’un estun multiple de l’autre. Deuxvecteurs
identiquessontuncasparticulierdevecteurscolinéairesou le facteurdeproportionnalitévaut1
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appelécoordonnéescontra-variantesde 	 dansle repère� 
!� � � � �� � � � �� � � � ���� � . 

estla coordonnéede 	 dans" le long de

� �� �
, etc...

Lorsquelesvecteursd’un repèresonttousorthogonauxdeuxà deux,le repèreest
dit orthogonal.Si la longueurdetouslesaxesestl’unité, le repèreestalorsdit normé2.

On sechoisi souvent un repèreconstruitavec un tel jeux de vecteurspour jouer
le rôle de repèreabsolu. Ce repèreestunepurecommodité: lorsqu’onparlerade
coordonnéesabsolues,onvoudradire : coordonnéesdanscerepère.

Un repèreà la fois orthogonaletnormalestdit orthonormé.
Lorsqu’onveutparlerdescoordonnéescontra-variantesd’un point dansun repère

particulier �$#%
&� � � � �')( � � �'+* � � �'), � , on notele repèreenindicesupérieur, parexemple:�-�.� ����0/21
. Lescoordonnéesde

�-�.� ��3�4/21
et de
�5�.� ����4/

neserontdoncpaslesmêmes!
Onauraremarquéquelesvecteurss’ajoutentetsemultiplientcommedesdéplace-

ments:�768�:9;��<=� et �7>?� ' �:@A� étantlescoordonnéesdedeuxvecteurs(dansunmêmerepère),
et � unnombre,on a : �B�C�768�:9;��<=�D
E���B�F68���B�G9;���B�F<)��768�:9H��<)� � �7>I� ' �:@A�J
E�76 � >I�:9 � ' ��< � @A�

La définition descoordonnéesdonnéesci-dessussignifie doncceci : le déplace-
mentqui conduitde

�
à
�

estdonnéedansle repère�&
E� � � � �')( � � �'+* � � �'H, � par 
 fois le
déplacement

� �'HK , plus � fois le déplacement
� �'ML , etc...où ��
���������� sontlescoordonnées

de
�N�I� �� �O/

. Lesdéplacementsle long destrois axes
� �'H( , � �'-* et

� �'H, pouvantbiensurêtre
effectuésdansn’importequelordre.

Géométriquement,voici ce queça donne,en 2D (j’ai fait exprèsde prendredes
vecteursdu repères� � � � �� � � � �� � � complètementquelconques):

K � �� �
� �� �

L-PRQ-S � � �� �

T � � �� � � �� 	U
 L-PRQ-S � � �� �V� T � � �� �

Figure1: Coordonnéescontra-variantes

2celasupposequel’espacesoit dotéd’unemesure"absolue"dedistanceetd’angle
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1.2 Produit scalaire

Nousallonsvoir maintenantuneautrefaçonde sedonnerdescoordonnéesà partir
d’un repère,coordonnéesditescovariantes.Nousallonsle fairedansunespaceàdeux
dimensionscar on voit mieux ce qui sepasseet les calculssontplus simples. Les
résultatsauxquelsnousallonsaboutirrestentvraisentrois dimensions.

Le produitscalaireentredeuxvecteurs
� �� 	 et

� ���W
donneun nombre,noté� �� 	YX � ��0W

Unedéfinitiongéométriqueduproduitscalairepourraitêtrecelle-ci: leproduitscalaire
entrele vecteur

� �� 	 et le vecteur
� ��0W

estégalà la longueurde
� �� 	 projetésur

� ���W
fois

la longueurde
� ���W

. Cecidonnela formulesuivante:� �� 	YX � ��0W 
[Z � �� 	�Z3�VZ � ��0W Z3�G\^]`_.a
où a estl’angleentre

� �� 	 et
� ��0W

, etoù Z � �� 	�Z désignela norme3 de
� �� 	 , etc.

On voit que
� �� 	UX � �K W 
 K seulementsi la longueurde

� �K 	 ou de
� ���W

estnulle,
ou-biensi

� �� 	 et
� ���W

sontperpendiculaires.
Cecinousamèneà un nouveaujeux decoordonnées,appelécoordonnéescovari-

antes(Cf figure2) : on peuteneffet repérerla positiond’un point grâceauxproduits
scalairesentrele vecteurpositiondecepoint4 et chacundesvecteursdu repère.Dans�&
b� � � � �� � � � �� � � , lesproduitsscalairesd’un vecteur

� �� 	 parlesvecteur
� �� �

et
� �� �

donnenteneffet deuxnombresqui permettentderepérersansambiguïtéla positiondu
point dansle repère5.

On noteradésormaislescoordonnéescovariantesavecun indiceenbaset lesco-
ordonnéescontra-variantesavecun indiceenhaut.

La relationentrelescoordonnéescovariantesetcontra-variantesdépendduproduit
scalairedesvecteursdu repèreentreeux. Dansle casd’un repèreorthonormé,ces
coordonnéessontégales,cequi esttrèspratique.

On peuttrouver uneformulesimplepourcalculer
� �� 	cX � ��0W dansle repère� 
� � � � �� � � � �� � � si � estorthonormé:� �� 	YX � ���W 
[Z � �� 	dZ3�VZ � ���W Z3�d\^]`_e�gf �ih �

où f estl’angleentrelesvecteurs
� �� 	 et

� �� �
et h l’angleentre

� ���W
et
� �� �

.� �� 	jX � ��0W 
[Z � �� 	�Z3�VZ � ��0W Z3�C�7\^]`_�fk�F\^]`_ h � _�lnmofp�F_�lnm h �
Or, Z � �� 	dZq�r\^]`_8f et Z � �� 	�Zo�r_�lnmof sontlescoordonnéescovariantesde

� �� 	 dans
le repère� et Z � � � Z3�F\^]`_ h , Z � � � Z3�F_:lnm h lescoordonnéescovariantesde

� � �
dansce

mêmerepère(on utilise ici l’hypothèseque � estorthonormé).Notons �7	ts.��	vuw� et� W s � W u � cescoordonnées(contra-variantes).
3norme= longueur
4vecteurposition= vecteurallantdel’origine du repèreconsidéréaupoint
5Si lesaxesdu repèrenesontpasnormés,commec’estla casdansla figure2, on représentenonpasx)yz2{$| x^yz2}�~ x�yz2}

maisplutôt �N����`� �g����� �g���� ��� ~ x=yz2} afindefaireapparaitrel’angledroit dela projectionde
x)yz2{

sur
x�yz2}

(demêmeavec
xwyz2�

). Celareviensà travailler aveclesversionsnorméesdecesdeuxvecteurs
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K � �� �
� �� � ����%�%� ����%�� ����%� �N� � � �� �

����%�%� �^��A�� �^��A� � � � � �� � � �� 	

Figure2: Coordonnéesco-variantes

On aalors: � �� 	YX � ��0W 
�	 s � W s � 	 u � W u
C’estcetterelationquel’on utilisesouventpourcalculerunproduitscalaire.

Dansle casgénéraloù � estquelconque,ona :xHyz2{r| xHyz2���i�n{2��~ x�yz2}��${2��~ x;yz2�D �|¡�n�J�¢~ x^yz2}��$�J�D~ x;yz2�¢ 
Onpeutalorsdévelopperle produitscalaire(le produitscalaireestdistributif et commutatif):x=yz2{�| xHyz2�£�d{2��~¤�J�¢~ x�yz2} � �${2�¢~��J�D~¤¥D~ x^yz2}�| xwyz2�d��{2�D~�����~ xwyz2� �
Onretrouve doncla formuleprécédentesi � estorthonormé.

1.3 Changementde repère

Mettonsqu’onait unrepère�&
E� � � � � � � � � � ), et lesvecteurs
� � ¦

,
� � �

et
� � §

(dorénavant,
on notesimplement

� � ¦
le vecteurposition

� �� ¦
).

Si lespoints
�

et
§

nesontpasalignésonpeutformerunrepère� # 
E� � � � � � � � � § � .
Supposonsquel’on connaisselescoordonnéescontra-variantes� ¦ # s � ¦ # u � de

� � ¦
(on

notedonc
��� �¦ / 1

), et les coordonnéescontra-variantes� � s � � u � et � § s � § u � de
� � �

et� �§
dans� (notéesdoncrespectivement

� �� /
et
� �§ /

).

Cherchonslescoordonnées� ¦ s � ¦ u � de
� � ¦

dans� (
� �¦ /

) :
Pardéfinition: � � ¦ 
 ¦ # s � � � � � ¦ # u � � � §
Explicitons

� � �
et
� �§

dans� :� � ¦ 
 ¦ # s �C� � s � � � �¨� � u � � � � � � ¦ # u �C� § s � � � �¨� § u � � � � �
5



� � ¦ 
©� ¦ # s � � s � ¦ # u � § s �¢� � � �¨� � ¦ # s � � u � ¦ # u � § u ��� � � �
Ou encore:� ¦ s � ¦ u �2
E� ¦ # s � � s � ¦ # u � § s � ¦ # s � � u � ¦ # u � § u �
Cetteformuleestassezintuitive.

En passant,on peuttrouver desformulessupplémentairesen utilisant les coordonnéescovariantes
(notéesavecl’indice enbas):

Pardéfinition: �«ª �)¬ ª �  I��� x y ª­| x y } ¬ x y ª�| x y �4 
Développons:�«ª �;¬ ª �  ?�i�g�«ª 1 ��~ x y ® ��ª 1 �D~ x y¯  �| x y } ¬ �«ª 1 �q~ x y ® ��ª 1 �¢~ x y ¯  M| x y �° �«ª �;¬ ª �  I���«ª 1 ��~ x y ® | x y }­��ª 1 �D~ x y ¯ | x y } ¬ ª 1 �q~ x y ® | x y ���$ª 1 �¢~ x y ¯ | x y �° �«ª � ¬ ª �  I�i�«ª 1 � ~ ® � ��ª 1 � ~ ¯ � ¬ ª 1 � ~ ® � ��ª 1 � ~ ¯ �  
Onpeutle faireégalementdansl’autre sens:�«ª 1� ¬ ª 1�  I��� x y ª­| x y ® ¬ x y ª�| x y¯  �«ª 1� ¬ ª 1�  8��� x y ª­|±� ® ��~ x y }k� ® �¢~ x y �²  ¬ x y ª­|¡� ¯ �q~ x y }k� ¯ �¢~ x y �4 g �«ª 1� ¬ ª 1�  I��� ® ��~ x y ª�| x y }­� ® �¢~ x y ª­| x y � ¬ ¯ �q~ x y ª�| x y }­� ¯ �¢~ x y ª�| x y �² �«ª 1� ¬ ª 1�  I��� ® ��~vª � � ® �¢~vª �=¬ ¯ �q~�ª � � ¯ �¢~¤ª �  
Remarquezbienquesi � et � 1 sonttousdeuxorthonormés,lescoordonnéescontra-variantessont

égalesauxcoordonnéescovarianteseton obtientbien3 fois la mêmeformule.

1.4 Notation matricielle

En reprenantlesrepères� et � # du paragrapheprécédent,je notela matrice ³ /�´v/21
le tableausuivant:

� � �� � � � � � � �§µ
Cs D s
Cu D u�¶

qui selit commececi: · � � � 
 � s4� � � �¨� � u0� � � �� �§ 
 § s � � � �¨� § u � � � �
6



Pourquoicettenotationloufoque? J’ai notéen colonneles coordonnéescontra-
variantesdesvecteursécritsenhautparrapportauxvecteursécrisàgauche.Lorsqu’on
multiplie cestableaux(oumatrices)parunvecteur, il fautprendrelescoordonnéesdu
vecteurpar rapportauxaxesnotésenhaut,et on obtientcommerésultatlescoordon-
néesdu vecteursparrapportauxaxesnotésàgauche.

Cettemultiplicationd’unematriceparunvecteursedérouleetsenotecommececi
:

� � �� � �
¸d¹8º�»5¼¾½8º�¼ <^6 »5¼N¿ ���¾ÀI�Á� � � � �§µ

Cs D s
Cu D u ¶

� �
=

��� �¦ /21µ
V’ s
V’ ui¶� �¦ /µ

V s 
 � s°� ¦ # s � § s°� ¦ # u
V u 
 � u � ¦ # s � § u � ¦ # u ¶

Ou encore: ³ /�´¤/ 1 À ��� �¦ / 1 
 � �¦ /
Commeon le voit, cettenotationramassebeaucoupdesignifications.
Puisquele produitscalaireestcommutatif,lescoordonnéescovariantesde

� � �
etde� � �

dansle repère��# s’obtiennentsimplementàpartir descoordonnéescovariantesde� � �
et
� �§

dans� . Dansle casoùlesrepères� et � # sontorthonormés,lescoordonnées
contra-variantessont égalesaux coordonnéescovariantes. ³ /21Â´v/ s’obtient alors
facilementàpartir de ³ /�´¤/21 :

� � �� �§ � � � � � �µ
Cs 
 � s Cu 
 � u
D s 
 § s D u 
 § u�¶

On a simplementinverséligneset colonnes.Deuxmatricesquel’on déduitl’une
de l’autre en inversantligneset colonnessontditestransposéesl’une de l’autre. La
transposéede ³ estnotée»ÄÃ 6���Å ½ �g³U� .

On peutdoncrajouter:³ / 1 ´¤/ À � �¦ / 
 »5Ã 6M��Å ½ �g³ /�´¤/ 1 �.À � �¦ / 
 ��� �¦ / 1
qui estla relationinversedecellevueplushaut.
Obtenirlescoordonnéesd’un vecteurdansun repèreorthonormédonnéquandon

lesconnaîtdansun autrerepèreorthonorméconsisteà chercherla matricedepassage
dupremierrepèreversle second,c’estàdireàconnaîtresoit lescoordonnéesdesaxes
du premierrepèredansle secondrepère,soit aucontrairelesaxesdu seconddansle
premier. La notationestalorsun bon moyen mnémotechniquede retrouver quelles
opérationseffectuerpourtrouver le résultat.Et c’estpourçaqu’on l’a inventé.

7



1.5 Résumonsen 3 dimensions

Les coordonnéesd’un vecteur
� � ¦

sonttoujoursdéfiniesdansun repère� formé par

uneorigine
�

et trois vecteurs
� � �

,
� � �

et
� � �

: on note
� �¦ /

et on l’écrit en notation
matricielle:

� � �� � �� � �
� � ¦ÆÇ
V s
V u
V È£ÉÊ

On noteen colonneles coordonnéeset à côtédescoordonnéesles vecteurspar
rapportauxquelscescoordonnéesserapportent.

Si le repère� estorthonormé,
¦ s , ¦ u et

¦ È sontlesproduitsscalairesentre
� � ¦

et� � �
,
� � �

et
� � �

.
Si
�

,
� �§

,
� � Ë

et
� � Ì

formentun secondrepèreorthonorméappelé� # , la matrice
forméeparlescoordonnéesde

� � �
,
� � �

et
� �§

parrapportà
� �§

,
� � Ë

et
� � Ì

, multipliée(À )
parunvecteurexprimédans� donnele mêmevecteurexprimédans� # .

La matricetransposéemultipliéeparun vecteurexprimédans��# donnele même
vecteurexprimédans� .

1.6 Changementde repère multiple

Prenonsmaintenant3 repèresd’un espaceà deuxdimensions: � formépar
�

,
� � �

et� � �
, � # formé par

�
,
� � �

et
� � §

et � # # formé par
�

,
� � Ë

et
� � Ì

. On a un vecteur
�-� �¦ / 1 1

défini dans� # # , on cherchesescoordonnéesdans� .

Supposonsque l’on connaisse
� �Ë /

et
� �Ì /

: on multiplierait
�-� �¦ / 1 1

par la matrice

forméeparlescoordonnéesde
� �Ë /

et
� �Ì /

(i.e. exprimésdans� ) : onpasseraalorsde�$# # à � .
Le casintéressantestceluioùonneconnaît

� � Ë
et
� � Ì

quedans� # , etoùonconnaît
enplus

� � �
et
� �§

dans� .

Il fautalorstrouver
� �Ë /

et
� �Ì /

.
Pour les trouver, il faut évidementmultiplier

��� �Ë /21
et
�5� �Ì /21

par la matriceformée
par les vecteurs

� � �
et
� �§

exprimésdans� : En notationmatricielle,multiplier tous
lesvecteursformantun repère� # # , exprimésdans� # , parla matricedepassagede � #
vers � , senotecommececi(enappelant� Ë # s�� Ë # u-� et � Ì # s�� Ì # u-� lescoordonnéesde�Í� �Ë / 1

et
�Í� �Ì / 1

et � � s�� � u-� , � § s�� § u-� lescoordonnéesde
� �� /

et
� �§ /

) :

� � �� � �
À Á� � � � �§µ

Cs D s
Cu D u ¶

� �
=

� � �� � § �Í� �Ë / 1 �5� �Ì / 1µ
E’ s F’ s
E’ u F’ u ¶� �Ë / � �Ì /µ

E’ s°� � s � Ë # u4� § s F’ s²� � s � Ì # u4� § s
E’ s � � u � Ë # u � § u F’ s � � u � Ì # u � § u ¶
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On appellecompositiondematricecettemultiplication,et on la noteégalementÀ .
On obtientenbasà droitedu tableaulescoordonnéesde

� � Ë
et
� � Ì

parrapportà
� � �

et� � �
, c’estàdire la matricedepassagede � # # vers � . On noteenabrégé:³ /�´v/ 1 1 
Î³ /�´v/ 1 Àv³ / 1 ´¤/ 1 1
On peutainsi composerles matricesà volonté,en prenanttoujourssoin de faire

correspondreles vecteurscommeil faut (les vecteursde la matriceen hautà droite
doiventêtredéfinisparrapportauxvecteursdela matriceenbasàgauche,et le résultat
donnerales vecteursde la matricede droite par rapportaux mêmesvecteursqueles
vecteursdela matricedegauche).

Dansle casoù onmanipuledesrepèresorthonormés,onpourraégalementutiliser
lesmatricestransposéespourpasserun vecteurdanslesdeuxsens(du repère� * vers
le repère� , pourlesvecteursexprimésdans� * quel’on veutconnaîtredans� , , ou
dansl’autre senspour lesvecteursexprimésdans� , et quel’on veutconnaîtredans� * ).
1.7 Matrices 4x4

Jusqu’ici, tousnosrepèresétaientdéfinispar rapportà la mêmeorigine, le point
�

.
Quesepasset-il si on prenddeuxrepèresqui n’ont pasla mêmeorigine ? Prenons
parexemplele repère� formédel’origine

�
et desaxes

� � �
,
� � �

et
� � �

et le repère�$#
formédel’origine 	 etdesaxes

� �§
,
� � Ë

et
� � Ì

. Ona
��� �¦ / 1

, on cherche
� �¦ /

.

On saitdéjàcommentavoir
�-� �¦ / 1 1

, où � # # estle repèreformépar 	 ,
� � �

,
� � �

et
� � �

.

Géométriquement(Cf figure3), on voit que
� �¦ / 
 �w� �¦ /21 1Ï� �5�I� �� 	 / .

e0

e1

e2
A

B

C

O

P

V

OP

OP

VR’

R

R

RR’’V

Figure3: Changementderepèrelorsquelesoriginesnecoïncidentpas

L’idéedesmatrices4x4estderéalisercechangementderepèreetcettetranslation
supplémentairedansun seulcalculmatriciel.Pourrajoutercetteopération,on rajoute
unecolonneà la matricehabituelle,colonnecontenantles coordonnéesdu déplace-
mentà ajouteraunouveauvecteur. Pourdesraisons(essentiellement)decommodité,
onrajouteégalementuneligneafind’avoir le mêmenombredelignesquedecolonnes.
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Prenonsla matrice4x4 suivante:

� � �� � �� � �� � Ð
� �§ � � Ë � � Ì � � ÑÆÒÒÇ D s Es Fs T s
D u Eu Fu T u
D È EÈ FÈ T È
0 0 0 1

É=ÓÓÊ
(Je note ’

� � Ð
’ un vecteurqui n’a pasde significationévidente,et dont la ligne

vaudratoujours( K ,K , K , L ) danscettearticle).
Multiplions cettematricepar le vecteurexprimé dans � # avec une coordonnée

supplémentairevallanttoujours L :

� � §� � Ë� � Ì� � Ð #
��� �¦ / 1ÆÒÒÇ V s
V u
V È
1
É=ÓÓÊ

On obtiendra:

� � �� � �� � �� � Ð
� �¦ /ÆÒÒÇ V s°� § s � ¦ u0� Ë s � ¦ È � Ì s � Ñ s

V s²� § u � ¦ u0� Ë u � ¦ È � Ì u � Ñ u
V s � § È � ¦ u � Ë È � ¦ Èv� Ì È � Ñ È

1
É=ÓÓÊ

On a doncle même
� �¦ /

quel’on auraitobtenuavec unematrice Ô��BÔ normale,

plusle vecteur
� �Ñ /

Onvoit doncquepourpouvoir ajouterunvecteurconstantauvecteur
� �¦ /

aucours

de la multiplication du vecteur
��� �¦ / 1

par ³ /�´¤/ 1 , il suffit de rajouter
� �Ñ /

dansla
dernièrecolonnedela matrice,et L danslescoordonnéesde

� � ¦
.

Il fautdonc,pourpasserde � à � # , que
� � Ñ

vaille
�Ä�.� �� 	 / , c’estàdire la positionde

l’origine de �$# expriméedans� .
Aveclesmatrices4x4,onpeutdoncpasserderepèreàrepèremêmes’ils n’ont pas

d’originecommuneenuneseuleopération.

1.8 Composition dematrice 4x4

La compositionde matrices4x4 en casde repèresimbriquéssefait sansdifficultés.
Quelquesoit lesmatrices,leur taille et leursignification,multiplier successivementun
vecteurpardeuxmatricesestéquivalentà multiplier le vecteurpar la composéesdes
matrices.Le vecteur

� � Ñ
de la matricecomposée,serala vecteur

� � Ñ
de la matricede

droite, multiplié par la matricede gauche(tout commen’importe quel vecteurde la
matricededroite).
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1.9 Inversionde matrice 4x4

L’inversiondematrice4x4,parcontre,nesefait pasaussinaturellementquepourles
matrices3x3. Lorsquel’origine desrepèresest la même,on a vu quela matricein-
versede ³ /�´¤/21ÕHÖÏÕ , c’est à dire ³ /21×´¤/ÕHÖÏÕ , était simplementla transposéede ³ /�´¤/21ÕHÖÏÕ .
Lorsque

� � Ñ
figure dansla matrice, la transposéen’a plus du tout de signification

géométrique.L’inversede ³ /�´¤/21Ø Ö Ø doit en effet toujoursavoir un vecteur
� � Ñ

dans
la dernièrecolonne,et si on prenaitla transposéede ³ /�´¤/ 1Ø Ö Ø on seretrouverait tou-
joursavecle vecteur � K � K � K � L � dansle dernièrecolonne,cequi nemèneraità rien.

Si on peuttoujourstransposerla partie“rotation” de la matrice(les 9 valeursen
hautàgauche),il fautdoncfairequelque-chosedespécialpour

� � Ñ
.

Onvoit géométriquementquele vecteur
� � Ñ

de ³ / 1 ´¤/Ø Ö Ø doit valoir, nonplus
�5�I� �� 	 / ,

mais
�-�.� �	 � / 1 . Si on ne connaîtpasce vecteur, on peut le calculerpar la méthode

habituelle(
�+�.� �	 � /21 
Î³ /21¾´¤/ÕHÖÏÕ À �Ä�.� �	 � / , sachantbiensurque

�Ä�?� �	 � / 
 � �Ä�I� �� 	 / ).

2 Mise enpratique

2.1 FonctionsOpenGL et pile de matrices

OpenGLfonctionneavec desmatrices4x4, et considèreque les vecteurssont des
vecteurà4 dimensions(dontla quatrièmecoordonnéevaut1). Il metàdispositiondes
pilesdematricesquel’on utilise grâceaux fonctionsGLLOADMATRIX, GLPOPMA-
TRIX etGLPUSHMATRIX. Chaquepiledematricepossèdeunnom,etcellequ’openGL
utilisepourtransformerlespositionsdespointss’appelleMODELV IEW.

GLLOADMATRIX remplacela matriceausommetdela pile parla matricedonnée
enargument.

GLPOPMATRIX incrémentele pointeursurla pile (ensereprésentantla pile crois-
santverslesadressesinférieures).

GLPUSHMATRIX copiela matricequi setrouve ausommetdela pile versle som-
met de la pile, et décrémentele pointeursur la pile, ce qui a pour effet de faire une
copiedela matricesurla pile.

Lorsqu’ondonneun vecteurà openGL,il le multiplie parla matricequi setrouve
ausommetdela pile MODELV IEW pourobtenirlescoordonnéesdu vecteur"par rap-
portà la caméra",c’estàdire justeavantprojection.

La bonnefaçond’utiliser cettepile estdoncla suivante:
Soit Ù le repèredela caméra,forméparl’origine

�
et lesaxes

� ��DÚ
,
� ��¢Û

et
� ���Ü

. Le
point
�

estla positiondela caméra,
� ��DÚ

,
� ��¢Û

et
� ���Ü

sontlesaxesdela caméra(je vous
rappellequepardéfaut

� ��DÚ
pointeversla droite,

� ��¢Û
versle haut,et

� ���Ü
versl’arrière).

Cesvecteurssontconnusdansle repèreabsoludel’espace.
Soit Ý le repèred’un objet,formédel’origine

�
et desvecteurs

� �Þ
,
� � ß

et
� � à

, où�
estla positiondel’objet et

� �Þ
,
� � ß

et
� � à

lesaxesdu repèredel’objet. Cesvecteurs
sonteuxaussiconnusdansle repèreabsolu.Lespointsde l’objet sont,quantà eux,
connusdansle repèreÝ .

Appelons � le repèreabsolupar rapportauquelles repèresÙ et Ý sontdéfinis
(c’estle repèredu"monde").

Lespointsdel’objet sontlesvecteurs
� �¦0á

, exprimésdansÝ .
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On chercheà avoir les vecteurs
� � ¦

dansle repèrede la caméra. Donc, on doit

calculerles
� �¦¤â 
Î³ â ´ áØ Ö Ø À � �¦ á .

Quel’on peutdécomposercommececi:� �¦ â 
Î³ â ´¤/Ø Ö Ø Àt³ /�´ áØ Ö Ø À � �¦ á
pourn’utiliser quedesmatricesconnues.En effet :³ /�´ áØ Ö Ø estdonnéeparla positiondel’objet dans� .³ â ´¤/Ø Ö Ø estl’inverse(la transposée)dela positiondela caméradans� (c’estàdire

la positionde � dansle repèredela caméraÙ )
Oncommencedoncparempiler ³ â ´¤/Ø Ö Ø dansMODELV IEW, puisonmultiplie par³ /�´ áØ Ö Ø , et ensuiteon envoi les

� �¦ á
.

Dansle casd’objetshiérarchisés,c’està dire lorsqu’ona parexemple Ý , , Ý Õ etÝ Ø touslestroisdéfinisdansÝ * , lui mêmedéfini dans� , on fait :

1. GLLOAD ³ â ´¤/Ø Ö Ø ,

2. GLMULTIPLIE ³ /�´ á±ãØ Ö Ø ,

3. GLPUSH poursauver le résultat,

4. GLMULTIPLIE ³ á ã ´ á �Ø Ö Ø ,

5. Envoi des
��� �¦0á �

,

6. GLPOP pourrécupérerle résultatde ³ â ´¤/Ø Ö Ø Àv³ /�´ á ãØ Ö Ø ,

7. GLPUSH poursauvegarderànouveaucerésultat,

8. GLMULTIPLIE ³ á±ã ´ á%äØ Ö Ø ,

9. Envoi des
��� �¦ á%ä

,

10. GLPOP pourrécupérerle résultatde ³ â ´¤/Ø Ö Ø Àv³ /�´ á±ãØ Ö Ø ,

11. GLMULTIPLIE ³ á±ã ´ á%åØ Ö Ø ,

12. Envoi des
��� �¦ á%å

.

Onpeutainsifacilementgérerlesobjetsorganiséshiérarchiquementdansunarbre.

2.2 Structuresde données

Pourutiliser la pile MODELV IEW decettemanière,je vousproposed’imaginercette
organisationdesdonnées.Cesstructuresserontrepriseset employéespour résoudre
lesproblèmesquel’on seposeradansla suitedecedocument.
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// structures

typedef struct {
union {

GLfloat c[4];
struct {

GLfloat x,y,z,u;
} n;

};
} Vecteur;

typedef struct {
union {

GLfloat c[16];
struct {

Vecteur x,y,z,t;
} n;

};
} Matrice;

typedef struct {
Matrice position;
Objet *pere;
void *(affiche(void ));

} Objet;

// 10 objets et la caméra

#define NBOBJETS10
Objet objet[NBOBJETS] ;
Objet camera;

Où les coordonnéesdesvecteursou les matricespeuvent être accédéesdirecte-
mentparle tableauc ou-biennommémentgrâceauxstructuresn. Ainsi, parexemple,
matrice.n.z.n.y désignelemêmeélémentquematrice.c[9] oumatrice.n.z.c[1] .
Attention: j’utilise ici desunionnonnommées,qui nesontnormalementpasvalides
enC mêmesi certainscompilateursC lesacceptent.Si vousvoulezutiliser cesstruc-
tures,compilezenC++,qui acceptelesunionsnonnommées.

L’objet contientl’élémentpere qui pointesur l’objet parentde celui considéré,
c’estàdire l’objet parrapportauquella positiondeceluiconsidéréestexprimée.Si la
positiondel’objet estrelative aurepèreabsolu,cepointeurvaudraNULL.

La fonction pointéepar affiche affiche l’objet lui même. Par exemple,cette
fonctionpeutfairel’affairesi l’objet estuncube:

void afficheCube(vo id ) {
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glBegin(GL_QUAD );
glVectorf(-1,-1 ,- 1) ;
glVectorf(-1,-1 , 1);
glVectorf( 1,-1, 1);
glVectorf( 1,-1,-1);
glVectorf(-1, 1,-1);
glVectorf(-1, 1, 1);
glVectorf(-1,-1 , 1);
glVectorf(-1,-1 ,- 1) ;
... etc ...
glEnd();

}

Nousallonsconsidérerdansla suitequel’objet caméraasapositiondéjàinversée,
c’està dire quela partierotationde la positionde la caméraesttransposée,et quele
vecteur

� � Ñ
dela position,plutôtqued’êtrela translationde

�
dansle repèreabsolu� ,

estla positiondel’origine de � dansle repèredela caméraÙ . Le déplacementdela
camérasefait aussiaisément,parfoismêmeplusaisémentquesi cettepositionn’était
pasinversée,et celaéliminele besoindetransposercettematricelorsdel’affichage.

D’autre part, la positionde la caméraseraconsidéréepour l’instant commeex-
priméeparrapportaurepèreabsolu(sonpèrevautNULL).

Nousauronségalementbesoind’un certainnombrede fonctions,dont voici les
déclarations(je nedonnepastouteslesimplémentations):

// copy v2 dans v1
void copy(Vecteur *v1, Vecteur *v2);
// renvoit m1*m2
void compose(Matric e *m1, Matrice *m2, Matrice *resultat);
// renvoit m*v
void multiplie(Matr ic e *m, Vecteur *v, Vecteur *resultat);
// renvoit v1.v2 (produit scalaire)
double scalaire(Vecte ur *v1, Vecteur *v2) {

return v1->c[0]*v2->c[ 0] +v1- >c[1] *v 2- >c[1 ]+v 1- >c[2 ]* v2- >c[2 ];
}
// renvoit la norme d’un vecteur
double norme(Vecteur *v) {

return sqrt(scalaire(v ,v )) ;
}
// renorme un vecteur
void renorme(Vecteu r *v) {

double n=norme(v);
if (0!=n) {

n = 1/n;
v->c[0] *= n;
v->c[1] *= n;
v->c[2] *= n;

}
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}
// renvoit le produit vectoriel
void vectoriel(Vect eur *v1, Vecteur *v2, Vecteur *resultat);

2.3 Problèmes

2.3.1 Rendreune liste d’objets sansarchitecture

Revenonssurceproblèmedéjàtraité. Voici, avecnosnouvellesstructures,unefonc-
tion qui affichetouslesobjetssi touslesobjetssontrelatifsaurepèreabsolu.

void afficheTout() {
int o;
glMatrixMode(GL _MODELVIE W);
glLoadMatrixf(c amer a.p os it io n. c);
for (o=0; o<NBOBJETS; o++) {

glPushMatrix();
// Soit ce push et le pop qui suit,
// Soit déplacer le LoadMatrix de dessus ici.
// je préfère comme ceci car ca peut
// réduire les transferts RAM->VRAM
glMultMatrixf(o bj et[ o] .p os it ion .c );
objet[o].affich e( );
glPopMatrix();

}
}

2.3.2 Rendreune liste d’objets architecturés

Il s’agit du problèmequenousavonstraitédansl’introductiondecettesection.
Si lesobjetssontsusceptiblesd’êtrerelatifsà d’autresobjets,on peuttoujoursles

afficher trèssimplement.Restriction: Les relationsde dépendanceentreles objets
doiventformerun arbre,et la liste doit contenircesobjetsdansl’ordre deparcoursen
profondeurdel’arbre (Cf figure4)

La routineafficheToutdeviens:

void afficheTout() {
int o;
glMatrixMode(GL _MODELVIE W);
glLoadMatrixf(c amer a.p os it io n. c);
initPile();
pushPile(NULL); // pour la camera
for (o=0; o<NBOBJETS; o++) {

while (topPile()!=obje t[ o] .p ere ) {
glPopMatrix();
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Repère absolu

Bonhomme (buste) Vélo (cadre)
Objet 0 Objet 6

Jambe gauche Jambe droite

Objet 3 Objet 4

Tete Abdomen Bras
Objet 1 Objet 2 Objet 5 Roue avant Roue arrière

Objet 7 Objet 8

Figure4: Parcoursenprofondeur

popPile();
}
glPushMatrix();
pushPile(objet+ o) ;
glMultMatrixf(o bj et[ o] .p os it ion .c );
objet[o].affich e( );

}
}

OùlesfonctionsinitPile , pushPile , popPile et topPile gèrentunepile
depointeurssurobjets,qui mémoriselesréférencesdesobjetsdontla positiondansle
repèredela caméraestausommetdela pile MODELV IEW.

Uneimplémentationpossibleserait:

Objet *(pile[NBOBJETS ]);
int idxPile;

void initPile() {
idxPile=0;

}
void pushPile(Objet *obj) {

pile[idxPile++] =obj ;
}
void popPile() {

idxPile--;
}
Objet* topPile() {

return pile[--idxPile] ;
}
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2.3.3 Rotation d’un objet autour d’un axede sonrepère

Généralement,les objetsquel’on affiche doivent sedéplacerd’une imageà l’autre.
Gérerles objetshiérarchiséfacilite grandementle déplacementdesobjets. Dansla
plupartdesphénomènes,eneffet, lesmouvementsdesobjetspeuventêtreréduitàdes
mouvementssimplessi on ”accroche”les objetsentreseux de la bonnefaçon(par
exemple,dansle repèrelié au cadredu vélo, la positionde la rouese réduit à une
simplerotationautourdesoncentre).

Un casintéressantde déplacementest la rotationautourd’un axe. Si cet axe est
constantdansle repèredel’objet, onpeutramenerla rotationàunerotationautourd’un
desvecteursformantle repère.Prenonsparexemplele vecteur

� � à
durepèredel’objet

(le troisième,lesautresétantappelés
� �Þ

et
� � ß

). AppelonsÝ cerepère.AppelonsÝ #
cemêmerepèretournéd’un angle f autourdel’axe

� � à
de Ý . La trigonométrienous

donnelescoordonnéesparrapportà Ý desvecteurs
� �Þ # , � �ß # et

� �à # qui forment Ý # :��� �Þ # á 
E�7\^]`_�fJ��_�l«mOfJ� K ��Ä� �ß # á 
b� � _�lnmof���\^]`_�f�� K ��æ� �à # á 
E� K � K � L �
Fairetournerlespointsde Ý autourde

� � à
peutdoncfacilements’obtenirensup-

posantqueles pointssonten fait définisdans Ý # , lui mêmeexprimé dans Ý . Cela
reviens,dansnotreexemple,à dire quel’objet ¿ # estrelatif à l’objet ¿ , et à donnerà
l’objet ¿ la positioninitiale del’objet quel’on veutfairetournertandisquel’objet ¿ # a
commepositioninitiale l’identité,c’estàdirela matriceforméepardesK partoutetdesL surla diagonale,etplustardlorsquef deviensnonnul parla matricetrigonométrique
expriméetoutà l’heure.

2.3.4 Translation d’un objet le long d’un vecteur constant

La translationle longd’un vecteurconstantneposeaucunedifficulté. Onferaattention
au repèrepar rapportauquelest défini le vecteurde translation: il faut évidement
exprimercevecteurdansle repèrepar rapportauquelestdéfini la positionde l’objet
que l’on veut translateravant d’ajouterce vecteurà la colonne

� � Ñ
de la positionde

l’objet.

2.3.5 Trouver un Vecteurperpendiculaire

Souvent,notammentpourconstruireun repèrecommeon le verradansle paragraphe
suivant,onabesoindecalculerun vecteurperpendiculaireàun vecteurdonné

� � ¦
.

Uneméthodesimpleconsisteàprendrepourcommencerunvecteur
� �ç

dontonest
sûrqu’il n’estpasalignéavec

� � ¦
, puisà lui retirersaprojectionle longde

� � ¦
. C’està

dire : � �ç 
�è ' < »�'=¹8Ã�½8Ã+' ÅHé ¹ê' é ¹�'Hº < ¿ �Aé ¹�'� �ç � 
E� � � ¦ X � �ç ��� � � ¦
Cevecteur

� �ç
seraainsiperpendiculaireà

� � ¦
.

Voici géométriquementcequeceladonne:
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� � ¦
� �ç

(presquequelconque)

� �ë � � � ì� � � ì � � � � � ¦

� �ç � � �ë � � � ì� � � ì �N� � � � ¦
Figure5: Construireunvecteurperpendiculaire

Dansle casusuel
� � ¦

estnormé,cequi faciliteencorele calcul.
Uneimplémentationpossiblepourraitêtre:

void perpendiculari se (Ve ct eur *v, Vecteur *w) {
// rend w perpendiculair e à v
double s;
int i;
s = scalaire(w, v); // Diviser ici par scalaire(v, v) si
for (i=0; i<3; i++) // on n’est pas certain que v soit normé.

w->c[i] -= s*v->c[i];
}

2.3.6 Trouver deux vecteurspour former un repère

Parfois, pour les besoinsd’un calcul, on a besoind’un repèreorthonormédont le
vecteur

� � à
, parexemple,doit êtrealignéavecun vecteur

� � ¦
donné.

On commencepar dire que
� � à 
 � � ¦ . On peut ensuiteobtenir un vecteur

� �Þ
perpendiculaireà

� � à
avec la méthodeci-dessus.Ensuite,on doit renormer

� �Þ
et
� � à

.
Puis,on obtient

� � ß
avecunproduitvectorielentre

� � à
et
� �Þ

.
Le produitvectorieldedeuxvecteurs

� � ¦
et
� �ç

senote
� � í 
 � � ¦ïî � �ç . Lescoor-

donnéesde
� � í

(
í s , í u , í È ) s’obtiennentparlesformulessuivantes:í s 
 ¦ u � ç È � ¦ È � ç uí u 
 ¦ È � ç s � ¦ s � ç Èí È 
 ¦ s � ç u � ¦ u � ç s

Lespropriétésdu produitvectorielentre
� � ¦

et
� �ç

sontdedonnerun vecteurper-
pendiculaireà la fois à

� � ¦
et à
� �ç

, et dont la normeestégaleà la surfacedu triangle
dontlescôtéssontforméspar

� � ¦
et
� �ç

(c’estàdireque Z � � í Zq
 K�PðS �£Z � � ¦ ZJ�£Z � �ç ZJ�_�lnmof où f estl’angle entre
� � ¦

et
� �ç

). Le produitvectorielestdoncsouventemployé
pourtrouver desvecteursperpendiculairesàd’autresvecteurs.
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Uneimplémentationpossible:

void repere(Vecteur *x, Vecteur *y, Vecteur *z) {
// Z contient le vecteur Z pas forcément normé
Vecteur a = {{ 1,0,0 }};
Vecteur b = {{ 0,1,0 }};
// trouve un x non aligné avec z
if (z->c[1]==0 && z->c[2]==0)

copy(x, &b);
else

copy(x, &a);
perpendicularis e( z, x);
renorme(x);
renorme(z);
vectoriel(z, x, y);

}

2.3.7 Déplacementde la caméraavecla souris

Considéronsmaintenantle déplacementdela caméra.Essayonsdedéplacerla caméra
uniquementaveclasouris,dela façonsuivante: Lorsqu’ondéplacelasouris,le caméra
se tournevers la droite, la gauche,le haut ou le basen fonction de la position du
curseur, et lorsqu’onappuissurunboutonla caméraavancedroit devantelle.

AppelonsdepX et depY lesdéplacementsenX et enY dela souris.Le déplace-
mentenX induit unerotationde Ù autourdesonaxe

� ��¢Û
, et le déplacementenY une

rotationde Ù autourdesonaxe
� ��DÚ

.

Onavu quela positiondela caméraseraittoujoursexpriméeparrapportaurepère
absolu(ce n’est évidementpasunenécessitépour OpenGLquela premièrematrice
pousséesur la pile soit celledela caméra; pouropenGL,seulela matriceausommet
dela pile aunesignification).Cettecontraintequenousnoussommesnousmêmeposé
nousempêchederésoudrecettedifficulté en intercalantdesobjetsentrela caméraet
le repèreabsolucommenousl’avonsfait pourfairetournerunobjet.

Nousdevonsdoncnousmêmecalculerla nouvelle positiondela caméraavantde
la poussersur la pile ModelView. Il estde toutefaçonplus pratiquede connaîtrela
positiondelacaméraparrapportaurepèreabsolu,etposerdespositionsintermédiaires
entrelesdeuxnousauraitcompliquéla vie dansla suite.

Pour faire tourner la caméraautourde son axe
�æ� �� Þ

, la trigonométrienous in-
diquequ’il fautmultiplier la positiondela caméraparla matrice4x4 suivante(qui ne
s’attaqueraqu’à la partierotationdela position),l’angle f étantproportionelà depY
:
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� ��DÚ� �� Û� �� Ü� � Ð
�N� �� Ú 1 � �� Û 1 � �� Ü 1 � � ÑÆÒÒÇ 1 0 0 0
0 \^]`_�f - _�lnmof 0
0 _�l«mof \^]`_8f 0
0 0 0 1

É=ÓÓÊ
Mais attention: nous ne stoquonspas danscamérala position absoluede la

caméra,mais la transposéede cetteposition,c’est à dire la positionde l’origine du
repèreabsoludansle repèredela caméra.

Le problèmeseposeunefois depluspourla partietranslationdela position(pour
la partierotation,il suffit detransposer).Si la camératournesurellemême,la position
del’origine durepèredela caméradansle repèreabsolunechangepas,maisil estclair
quela positiondel’origine du repèreabsoludansle repèredela caméra,elle,change.
Noussommedansun casoù il estplusdifficile destoquerl’inversede la positionde
la caméraquesaposition.

Si les vecteursformant le repèrede la camératournentd’un angle f autourdu
vecteur

� ��DÚ
de Ù dansunsens,alorsl’origine

ç
durepèreabsolu� tourned’un anglef dansl’autre sens.Il faut doncmultiplier la position

� � Ñ
de ce point, présentedans

la quatrièmecolonnede la matricereprésentantle repèreÙ , par la matricedonnéeà
l’instant avecunangle f opposé.

void tourneX(Matric e *m, double angle) {
double c = cos(angle);
double s = sin(angle);
// les 6 coeficient de la matrice
// qui vont changer
double coef[6];
coef[0] = c*m->c[4] -s*m->c[8];
coef[1] = c*m->c[5] -s*m->c[9];
coef[2] = c*m->c[6] -s*m->c[10];
coef[3] = s*m->c[4] +c*m->c[8];
coef[4] = s*m->c[5] +c*m->c[9];
coef[5] = s*m->c[6] +c*m->c[10];
m->c[4] = coef[0];
m->c[5] = coef[1];
m->c[6] = coef[2];
m->c[8] = coef[3];
m->c[9] = coef[4];
m->c[10] = coef[5];
// maintenant la translation
// (seuls x et y changent)
coef[0] =-c*m->c[13] -s*m->c[14];
coef[1] = s*m->c[13] -c*m->c[14];
m->c[13] = coef[0];
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m->c[14] = coef[1];
}

Aprèscescalculs,la caméraauradonctournéeautoursdesonvecteur
� ��DÚ

pointant
versla droited’un angleproportionnelà depY . Il faut faire la mêmeoppérationavec
un angleh (fonctiondedepX) autoursde

� �� Û
qui pointeversle haut.

Mais attention: touscescalculsaurontpu propagerdeserreurd’arrondisdansla
position,et à forcedelesexécuter, il sepeutqu’auboutd’un certaintemps(trèslong
dansla pratique),la matricereprésentantÙ sedéformedefaçonvisible. Il fautdonc,
detempsentemps,la renormaliseravantquecesdéformationsnesoientvisibles.

Renormaliserla matricedonnantla positionde la caméraconsisteici à s’assurer
quelesvecteurs

� ��DÚ
,
� ��¢Û

et
� ���Ü

sontbiendenorme1 etorthogonauxentreeux.Pourse
faire,onpeutprocédercommececi: d’abord,renormer

� �� Ú
. Ensuite,réorthogonaliser� ��¢Û

et le renormer. Finalement,recalculer
� ���Ü

avecun produitvectoriel:
� ���Ü 
 � ��DÚ î� ��¢Û

.
Réorthogonaliser

� ��¢Û
consisteà retirerde

� ��¢Û
sacomposantesuivant

� ��DÚ
, qui doit

êtrenullepuisque
� ��DÚ

et
� ��¢Û

sontcensésêtreperpendiculaires.Onadéjàvu comment
faire:

� �� Û � 
E� � �� Û X � �� Ú �I� � �� Ú . Nepasoublierderenormer
� �� Û

aprèscetteopération.
Onaurraitpueffectuercesopérationsdansunautresensmaisil estbonquela plus

grandeopérationsoit effectuéesur
� �� Ü

, puisquec’est suivant Z queles changements
sontle moinsvisibles(et ensuiteengénéral,le long de

� ��¢Û
, car il y a souvent moins

derésolutionenY qu’enX dansl’image générée).

void renormalise(Ma tr ice *m) {
renorme(&m->n.x );
perpendicularis e( &m->n .x , &m->n.y);
renorme(&m->n.y );
vectoriel(&m->n .x , &m->n.y, &m->n.z);

}

Ensuite,occuponsnousde faire avancerla caméralorsqu’unboutonde la souris
estpressé.

Pourfaireavancerun objet le long d’un desesaxes,on a vu qu’il suffit d’ajouter
unvecteurconstant,ici l’axevoulu du repèredel’objet considéré,auvecteur

� � Ñ
desa

position. Pourla caméra,dont on ne connaitquel’inversede la position,les choses
sontdifférentes,et encoreplussimple.

Faire avancerla caméradroit devant consisteà réduirela coordonnéele long de� ���Ü
de l’origine de � . Il suffit doncde retirer à la coordonnées� de

� ���ñ
unevaleur

proportionnelleà la vitessedu déplacementdela caméra:

void avance(double vitesse) {
camera.position .c [1 4] -= vitesse;

}
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2.3.8 Calcul de la position du centre d’un objet dansle repère de la caméra

Onavu jusqu’àmaintenantcommentenvoyer lespointsd’un objetàopenGLpourque
leurpositionssoientcorrectementcalculéeparl’API. Maissouvent,indépendamentde
l’affichage,on a besoindeconnaitrela positiondu centred’un objetdansle repèrede
la caméra,notamentpourdétermineravantdel’affichers’il estvisibleoupas.

Mettonsquele centredel’objet nesoitpasà l’origine durepèredel’objet (parex-
emple,si l’objet estarticuléautoursd’un pointprécis,il estplusutile demettrele cen-
tre du repèresurcepoint d’articulationplutôtquesule centredel’objet pourfaciliter
sonmouvement).On sedonnedoncle vecteurcentre dansla structureObjet qui
donnela positiondu centrede l’objet dansle repèrelocal de l’objet (ce vecteurest
doncconstant,calculéparexempleunefois pour touteaudébut du programme).On
rajouteaussile rayonde la sphèreenglobante,dont le centreestle centrede l’objet,
qui serautile parla suite.

typedef struct {
Matrice position;
Vecteur centre;
double rayon;
Objet *pere;
void *(affiche(void ));

} Objet;

Question: oùcetrouve le centredansle repèredela caméra?
Soit Ý , le repèrede l’objet considéré,lui mêmedéfini dans Ý * , lui mêmedéfini

dansle repèreabsolu� , et Ù le repèredela caméradéfinidans� . Le vecteur
���.�I� �� ' � »5Ã`'

estdoncconnudansò , . Le calculà effectuer, enn’utilisant quedesmatricesconnues,
estdonc: ³ â ´¤/ Àv³ /�´ á±ã Àt³ # ã ´ á � À �-�I�.�I�.� �� ' � »ÄÃ`' á � 
 �+�I�.�?� �� ' � »5Ã+' â

Onpeutgénéralementcalculercecentrejusteavantl’affichagedel’objet, pourtous
lesobjets.Danscecas,on n’estpasobligédecalculersoit mêmelescompositionsde
matricespuisqu’ellessontfaitesdansMODELV IEW.

Deuxsolutionsdonc: la plussimpleestde lire la matriceMODELV IEW et de la

multiplier par le vecteur
�+�.�I�.�I� �� ' � »ÄÃ`' á � . L’autre méthodeconsisteà calculersoit meme

touteslescompositionsdematriceset à donnerles résultatsà OpenGL(neplus faire
alors que desglLoadMatrixf et plus de glPushMatrix , glMultMatrixf ,
etc...

Enfonctiondescasetdesimplémentationsd’OpenGL,le plusrapidepeutêtresoit
l’un soit l’autre.

Nousallonsécrireici la premièreméthode.
doncdansla fonctionafficheTout :

void afficheTout() {
int o;
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Matrice temp;
Vecteur centreOdansC;
glMatrixMode(GL _MODELVIE W);
glLoadMatrixf(c amer a.p os it io n. c);
initPile();
pushPile(NULL); // pour la camera
for (o=0; o<NBOBJETS; o++) {

while (topPile()!=obje t[ o] .p ere ) {
glPopMatrix();
popPile();

}
glPushMatrix();
pushPile(objet+ o) ;
glMultMatrixf(o bj et[ o] .p os it ion .c );
glGetFloatv(GL_ MODELVI EW_MATRIX ,t emp. c) ;
multiplie(&temp , &objet[o].centre , &centreOdansC);
/* Ici on a le centre de l’objet exprimé dans le

* repère de la caméra. On peut par exemple s’en
* servir comme ca pour éliminer les objets qui
* sont entièrement dans le dos de la caméra :

*/
if (centre0dansC. n.z <obj et [o ].r ay on) {

objet[o].affich e() ;
}

}
}

En fait, dansla plupart descasil vaut mieux se garderde récupererla matrice
MODELV IEW aussisouvent ; En effet, sur les cartesvidéosqui font ellesmêmesles
transformationsdespoints,cettelecturenécessitede ramenerlesdonnéesde la carte
elle mêmeet interromptsontravail le tempsdu transfert. Le tempsainsi perdupeut
êtresuppérieurautempsqu’il auraitfallu pourcalculersoitmêmela matrice.

En fait, dansle casle plusgénéral,on n’a pasnécéssairementbesoindeconnaitre
le centredetouslesobjets: parexemple,on secontenteradedéterminerla visibilité
du vélo avantd’afficher touslesobjetscomposantsle vélosdansleur repèrespropres
; on a doncdeuxarborescencesde repères: desrepèresà calculersoit mêmedont
on a besoinde connaitrela position(dansle repèreabsoluet/oudansle repèrede la
caméra,enfonctiondesbesoins),et lesrepèresdeMODELV IEW utilesà l’affichages,
plusnombreux.

2.3.9 Frustum culling d’une sphère englobante

Nousallonsutiliser maintenantla sphèreenglobanted’un objet et les paramètresde
projectionpour déterminersimplementsi un objet estau moinspartielementinclus
dansla zonedevisionoupas(auquelcasil n’estpasnécessaired’envoyer la géométrie
del’objet àopenGL).

La zonedevisionestdéfinieavecglFrustum(x1,y 1, x2,y2, z1,z2) en
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modeGL_PROJECTION. Lesparamètressonttelsquelescoordonnées��
 L ��� L � � � L �
serontprojetéesdansle coin bas-gauchedu viewport et ��
 T ��� T � � � L � dansle coint
haut-droit. Quantà �7� L ��� T � ils fournissentles éloignementsminimum et maximum
qui serontvisibles.Cessix paramètresdéfinissentdoncunepyramidetronquéequi est
la zonedevision.

Connaissantla position du centred’une sphèreenglobanteet son rayon, et les
paramètresdu frustum,on peutdéterminersi unesphèreestcomplètementendehors
de cettepyramidetronquée.Soit le vecteurpos la positiondu centreet rayon le
rayondela sphère.Lesdeuxpremièresconditionsàremplirpourêtreaumoinsenpar-
tie dansle frustrumsont: pos.z-rayon>=- fr ust umZ1 et pos.z+rayon<=-
frustumZ2 ; sinon,c’est que l’objet est complètementdansle dosde la caméra,
oubientrop loin horsduz-buffer.

Les conditionssur les bordssontplus pointueset nécessitentun petit dessin(Cf
figure6).

On a représentésur ce dessinunevuede hautdu repèrede la caméraet du bord
gauchedu frustum,ainsiquela sphèreenglobanted’un objetdontle centresesitueen� ½8¿ Å Þ � ½8¿ Å ß � .

Enn’utilisantquedesdistancesalgébriques,cequi impliqued’utiliser � @ Ã-¹ Å »5¹?¸ à L
aulieu de @ Ã-¹ Å »Ä¹8¸ à L pourreplacercettelongeurdansle repèredela caméra,onvoit
surcedessinque:

1. > , la distanceen
Þ

entrele bord gauchedu frustumet le centrede la sphère
englobante,vaut ½8¿ Å Þ � Þ où

Þ
est la demi-largeur du frustumpour ce

à
,

c’estàdire Þ 
 ½8¿ Å à � @ Ã-¹ Å »Ä¹8¸ Þ L� @ Ã-¹ Å »5¹?¸ à L
2. ó , la distanceentrela sphèreenglobanteet le bordgauchedu frustum,vaut,par

similaritéavecle triangleformépar
�M�.�I�.�I�.�I� �@ Ã-¹ Å »5¹?¸ Þ L et

�Ï�.�?�.�I�I�.�I� �� @ Ã-¹ Å »Ä¹8¸ à L :� >ô L �Eõ=ö5÷wøæù¾÷)ú Ú * �õ=ö5÷wøæù¾÷)ú Ü * �
On adonc ó�
 � ½8¿ Å Þ � ½8¿ Å à � õ^öÍ÷;øæù¾÷Hú Ú *õ^öÍ÷;øæù¾÷Hú Ü *ô L � õ^öÍ÷;øNù¾÷)ú Ú * �õ^öÍ÷;øNù¾÷)ú Ü * �
Il fautcomparercettedistanceó avecle rayondela sphèreenglobantepoursavoir

si la sphèreestintégralementàgaucheou nondu frustum.
Refairedestestssimilairesaveclesbordsdroit, hautetbasdu frustum.
Pourcalculercesdistances,on ferabiendeprécalculer, à chaqueintitialisationdu

frustum,lesconstantesû L õ Ã-¹ Å »Ä¹8¸�ü 6 ¹ <=ó ' 
 @ Ã-¹ Å »Ä¹8¸ Þ L@ Ã-¹ Å »5¹?¸ à L
et

û T õ Ã-¹ Å »5¹?¸�ü 6 ¹ <=ó ' 
Eý L � û @ Ã-¹ Å »5¹?¸�ü 6 ¹ <=ó ' ,
pourle bordgauche,etc...
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versla fin du z-buffer �� �� Ü
� ��DÚ

þ bordgauchedu frustum

���?�.� �� ' � »ÄÃ`'
sphèreenglobante

-frustumZ1(<0)

frustumX1(<0)

posZ(<0)

posX(<0)

Þ 
©ÿ�� ø Ü Ö õ^öÍ÷;øNù¾÷)ú Ú *� õ=ö5÷wøæù¾÷)ú Ü *

>°
 ½8¿ Å Þ � Þ
ó�
 ���� *����
	���
�������� ã ��
	���
�������� ã �

Figure6: Distanceentreunesphèreet le frustum
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